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, r e s p e e t iv e ly ) T f r o m L 的 (产
,
B )
in t o L罗(产
,
B ) s u e h t h a t T (P ) 任 P




in p a r
-
t i e u l a r w h e n B = K
,
w e e a n h a v e (T (P ) ) (。 ) ) O
,







P 任 L (召
,







P r o o r s in e e e v e r y 。 l e m e n t 户
。 〔 五 。 (产
,
刀 ) i。 产
一 e q u i v a l e n t t 。 。 丑
一 v a lu e d 。 t r o n g ly 扩
-
m e a s u r a b l。 f u n e t io n 。 n 。 。 n d 。 v e r y 、 t r o n g l y 扩
一
m e a s u r a b l。 f u n e t io n i, u n i f o rm ly 。 p p r o x i
-
m a t e d b y 。 , e q u e n e 。 。 f 矛
一
m e a s u r a b l。 。 o u n t a b ly v a l u e d 召
一 v a lu e d f u n e t io n 。 。 n 习 (
s e e
[ 2 3〕
, a n d t h e m e t h o d i n [ 2 3 ] g
u a r a n t e e s t h a t i f t h e f u n e t i o n i n q l ; e s t io n 15 b o u n d e d
,
t h e n
t h e f u n e t io n s i n t h e a p p r o x im a t i n g s e q u e n e e e a n a l s o b e s e l e e t e d a s b o u n d e d )
.
T h u s o n e









T o P o l o g y o n T h e m
T h r o u g h o u t t h e S e q u e l
,
l e t u s d e n o t e b y Z (产
,
尺 ) t h e S e t o f a l l t h e 产
一 e q u i v a l e n e e 。 la s s e s o f
产
一
m e a s u r a b le e x t e n d e d r e a l





, a n d b y 五+ (产 )一 {泞任 Z (产
,
尺 ) !










m e a n s a n y r e p r e s e n t a t iv e o f 宁h a s
t h is p r o p e r t y
.
In t h i s p a p e r
, a 产













, a t t h i s t im e
, a lw a y s u n d e r s t o o d a s a n a r b it r a r i l y s e le e t e d r e p r e
-
U170.r
s e n t a t iv e
, a n d
t l V e S
.
L e m m a 2
.










; a n d a n y S u b s e t 八 i n Z (产
,
尺 ) h a s i t s s u p r e m u m




P簇9 i f f P (。 )蕊 g (。 )
(产
, R ) a n d i t s in f im u m
的
钊A








} in A s u e h t h a t V A a
, a n d A A
= A b
,
( i f A 15 d i r e e t e d f o r t h e o r d e r 镇
,





} e a n b e s e le e t e d a s n o n d e e r e a s i n g
,
i f A 15
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d ua l l ydir e e te dfo r th eo r dr e(
,
t h e n { b
。















一 s e m ig r o u p (
s e e 〔 l
,




D e f i n i t io n 2
.
1 L e t 5 b e a n o n e m p t y s e t
, 之霓产 : 5 x s ~ L
+ (产 ) b e a m a p p in g
.
T h e n
t h e o r d e r e d p a ir ( S
,
`忍广 ) 15 e a l l e d a n R M s p a e e w i t h b a s e (口 ” 了
,
产) if t h e f o l l o w in g a r e




























1 ) is w e a k e n e d a s
:
X 闪 = 8 i f P = g
,
t h e n (S 州免
广
) 15 e a l le d a r a n d o m p s e u d o
-
m e t r ie s P a e e ( b r ie f l y
, a n R PM s p a e e )
,
f u r t h e rm o r e i f t h e r e e x i s t s a s e l e e t i o n f u n e t i o n f
:
省 一 {X 、 }P
,






产 ) 、 ( 一 oc
,
+ oc ) }泞1
5 产
一
m e a s u r
-






, r e g a r d i n g e a e h x ,
。 a s a s u b s e t o f L才(产 )
, s u e h t h a t t h e
m a p p i n g 己男
丫 ,
5 x s ~ L 才(产 ) d






q 任 5 s a t i s f ie s
:





S x S ~ 〔o
,
二 ) d
e f in e d b y d
。
( P
, 叮 ) = ( f
O






i s a p s e u d o m e t r i e
o n s
,
t h e n ( S 杯霓尸 ) 15 e a l l e d a u n i f o r m R PM s p a e e
,
w h e r e N 15 s o m e 产
一 n u l l s e t
.
N o t i e e
: i f
f e x i s t s
,
t h e n f
o
X 、 三 f
O
X




R e m a r k 2
.
1 In t e rm s o f 「1〕




产 ) ~ (M
,
d ) ( a m e t r i e s p a e e ) 15
产
一
m e a s u r a b l e i f f 9 15 s t r o n g ly
L 护`犷
一
m e a s u r a b le ( s e e 〔2 2 ] )
, t h u s b y t h e r e l a t io n b e t w e e n
s t r o n g l y
`
m e a s u r a b l e f u n e t i o n s a n d 产
一
m e a s u r a b l e f u n e t i o n s ( in t e r m s o f t h is p a p e r )
, a n d
a g a in b y P r o p o s i t io n 1
.
1
, o n e e a n e a s i l y s e e D e f i n it io n 2
.






a r e e q u i v a l e n t t o e a e h o t h e r
.
In t h e s e q u e l
,
f o r a n y g i v e n 口
一






了 ) d e n o t e s
t h e s e t {A 任
`
了 10 < 产 ( A ) < + oc }
.
P l e a s e r e f e r t o [ 2 4 ] f
o r u n if o rm it y S p a e e s
.
T h e o r e m Z
·
又 L
e t ( S
,
劣 ) b






F o r e a e h A 任
了 (了 )
, 。 > O
, a n d o< 久< 产 (A )
, s e t u A (。
,
又) = { ( p
,
q ) 任 s 只 5 1产 ( {。 〔 八 1x pq ( 。 ) <
。 } ) )
产 (A )一 几}
, a n d f u r t h e r s e t U . 见
尸




又) }A 任了 (
`
丫 )
, 。 ) o
,
o ( 几< 产 ( A ) }
.
T h e n
g (买 ) f
o r m s a 石a s e f o r S o m e H a u s d o r f f u n if o rm i t y S t r u e t u r e o n 污
,
w e c a l l t h e t o p o l o g y




t o p o lo g y d e t e r m i n e d b y t h e r a n d o m m e t r ie
左沦几
p r o o f F i r s t
,
w e e a n a s s e r t f o r a n y u
A I
(。
, , 几1 ) a n d u
A Z
(。




w e h a v e
u A ` U “ 2 (m i n ( 。
, , 。 2 )
,
m in (久
, , 几。 ) )二 u
A I
( :
, , 又1 ) 自 u
A :
(。
: , 又2 )
.




、 ) 任 u
A I U A Z ( m in
(。
1 , : 2 )
,
m in (入
, , 几: ) )
,
t h e n 产 ( {。 〔 A
:
}X pq ( 。 ) <
。 , } ) = 产 ( A
l




}X pq ( 。 ) <
。 1 } )
= 产 (A
l






( 。 ) < 。
,
} ) 一产 (八
,






(。 ) < 。
,







) 一m in (几






) 一 m i n (久
, , 人2 )妻群 (八
1
)一 又
1 , t h is m e a n s (P
,
g )
a l s o b e lo n g s t o u
A ;
(。
, , 久1 )
, a n d h e n e e u
A I U A : (m in ( 。
, , 。 2 )
,
m i n (又
, , 几2 ) )仁 u
A I
( :




w i s e
, u A , U “ 2 (m i n (。
, , 。 2 )
,
m i n (又
, , 久: ) )任 u
A 。
(。
2 , 几2 )
.
T h e o t h e r q u a l i f i e a t io n s f o r u (买 )
t o
b e a b a s e f o r s o m e H a u s d o r f f u n i f o r m it y s t r u e t u r e o n 5 15 e a s y t o e h e e k
.
T h is e o m P l e t e s t h e P r o o f
.
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R em ar k2
.




e tr i za l bes i ne e(口卜了
,
产) i s a
一
f in i t e
: in f a e t
,
b y a r b i t r a r i ly t a k i n g a n “ 犷
一
m e a s u r a b l e P a r
-
t i t io n {A
,
} o f 口 t o 了 (
`
了 )
, o n e c a n 。 h e e k t h e m e t r ic D
:
5 x s ~ [ o
,
+ o ) d e f in e d b y
D ( P
,












iu s t m e t r i z e s t h e H a u s d o r f f u n i f o rm it y s t r u e t u r e
8
习é
t h r o u g h s o m e e o m p l ie a t e d e a le u l a t i o n s o f m e a s u r e s ( h e r e w e o m i t t h e m )
.
H o w e v e r
, t h e
f o l lo w i n g f a e t g a r e o b v io u s
: a s e q u e n e e {p
,




t o p o l o g y t o s o m e
p o in t 户 i n s 片 {X







{X 入, } e o n v e r g e s in m e a
-
s u r e 产 t o 8 o n e a c h A 任了 (了 )骨 {X




P ) } e o n v e r g e s t o o ; w e e a l l ( P
。




. , r e s p e e t iv e l y ) t o s o m e P
i n 5 i f {X 户




. , r e s p e e t iv e l y ) t o 8
.





e o n -
v e r g e n e e im p l i e s t h e e o n v e r g e n e e lo e a l l y in m e a s u r e
, e o n v e r s e ly a s e q u e n e e e o n v e r g in g 10
-





T h e e s s e n t i a l d i s t i n e t io n b e
-
t w e e n t h e e o n v e r g e n e e i n m e a s u r e a n d t h e o n e l o e a l l y i n m e a s u r e w i l l f u r t h e r b e p o i n t e d
o u t i n t h e n e x t s e e t i o n o f t h i s P a P e r
.
In t h is P a P e r
,
w e s a y t h a t ( S 州霓
厂
) 15 a e o m P l e t e R M s P a e e if t h e u n i f o r m i t y s P a e e S
e n d o w e d w it h t h e u n i f o r m i t y s t r u e t u r e d e t e rm in e d b y t h e b a s e U (匕见
广
) 15 e o m P l e t e ; t h e




t o p o lo g y w i t h o u t a n y o t h e r
-
W I S e S t a t e l l l e l t
.
T h e p r o o f o f t h e f o l l o w i n g f i x e d p o i n t t h e o r e m e o m p le t e ly p a r a l le l s t h e e la s s i e a l B a
-
n a e h
` 5 e o n t r a e t i o n m a p p in g p r i n e ip l e ( e
.
9
. , s e e
[ 2 5〕)
,
i t w i l l b e u s e d i n S e e t io n 4 o f t h i s
P a P e r
·
T h e o r e m 2
.
2 L e t ( S 厂沦
户
) b e a e o m p l e t e RM s p a e e w i t h b a s e (口沙了
,
产 )



























T h e n T h a s a u n i q u e f i x e d p o i n t in 5
.
R e m a r k 2
.
3 L e t ( S
,
了 ) b
e a e a n o n i e a l E
一











S 只 S ~ L
+ (产 ) 15 d e f i n e d a s f o l l o w s
:
X 闪
15 t h e 产




m e a s u r e a b l e f u n e t io n d ( P
, g ) d e f in e d b y
J (户
,
g ) (。 )一己 (户 (。 )
,




t h e n (S
,
劣 ) 1
5 a u n i f o rm R M s p a e e
,
l e t a 仑 [ o
,
1 )





























, 、 ) (。 ) } ) = 1 f o r a n y g i v e n p a i r o f P a n d 叮 in s
,
b u t i t 15 n o t n e e e s s a r il y




g ) = d ( P ( 。 )
,
叮 ( 。 ) )
.
E s s e n t i a l l y s p e a k in g
,
T h e o r e m 2
.
2 in e l u d e s a l l t h e r a n d o m 而 n t r a e t io n f i x e d p o i n t t h e o
-
r e m
、 i n [ 2 5 ]
.
i t s h o u ld b e p o i n t e d 。 u t t h a t H
.
s h e r w o o d
` 5 o p e n p r o b l e m [
3〕 ( a l s o s e e [ 1
,




1 ] ) 1
5 s t il l
, a t p r e s e n t
, o p e n
, a l t h o u g h D r
.
X i a n g S h u
一
H u a n g e v e r s t a t e d
h e h a d g iv e n a e o u n t e r e x a m p l e t o t h e p r o b l e m
,
h i s e x a m p le 15 e h e e k e d t o b e f a l s e b y 以 h e r s
(P r o f e
s s o r Z h u L in
一
H u in f o r m e d t h e a u t h o r o f t h e m a t t e r
,
P r iv a t e e o m m u n ie a t io n )
.





D e f in i t i o n 2
.











, a n d





。 1 c a 5l l e dap o i ntw is e bes tap p r o x im a nto f户 i nD if X。
。
一 A{ X、 l、 任D } (d
e no te d
by X,
,
D , 15 e a l l e d t h e r a n d o m d i s t a n e e b e t w e e n P a n d D )
,
f u r t h e r m o r e i f e v e r y p o i n t P i n
5 h a s a P o in t w i s e b e s t a P P r o x im a n t i n D
,
t h e n D 15 e a l l e d P o i n t w i s e p r o x im in a l
.
3 R N S P a c e s a n d R N M o d u l e s
D e f i n i t i o n 3
.
1 B e l o w w a s a l r e a d y im p l ie i t l y f o r m u la t e d in 〔2 1 ] a n d e x p li e it l y u s e d i n
〔2 0」
, a n R N s p a e e in t h e s e n s e o f D e f i n it i o n 3
.
1 o f t h is p a p e r 15 a l s o e q u iv a l e n t t o t h e o n e
i n t h e s e n s e o f [ 1




n e f i n i t i o n 3
.
1 L e t 5 b e a l in e a r s p a e e o v e r K
, a n d 之霓
厂 :
S ~ L
+ (产 ) b e a m a p p in g
f r o m 5 t o L + (产 )
.




) 15 e a l l e d a n R N s p a e e o v e r K
a n d w i t h




产) i f t h e f o l l o w i n g a r e s a t i s f ie d ( d
e n o t e `分
产

































K ) X S一 5
s u e h t h a t t h e f o l
-
l o w i n g t w o a x i o m s a r e s a t i s f i e d
:
( R N M
一
1 ) ( s
, 关 ) i、 。 l e f t m o d u l赵
。 v e r t h 。 。 l g e b r 。 五 (产
,
天 ) ;
( R N M
一
2 ) X 。




V 宁任 L (产
,
K )
a n d P 任 5
.
T h e n ( S ` 免
产 , * ) 15 e a l le d a n R N m o d u l e o v e r K
a n d w it h b a s e (口




R 亡m a r k 3
.
1 C l e a r l y
,
( R N M
一
1 ) h e r e 15 e q u iv a l e n t t o ( 2 ) a n d ( 4 ) o f D e f in i t io n 3
.
1
o f [ 2 1 ]
.
A n d t h e m o d u l e m u l t ip l ie a t io n e a n b e r e g a r d e d a s a n a t u r a l e x t e n s io n o f t h e S e a I a r
m u l t ip l ie a t i o n
:
K X S ~ S
,
t h u s w e e a n b r ie f ly w r it e (S 州见
户 , * ) a s (S 杯烫 )
, a n d 宁, P a s
泞
·
P ( o r 宁P ) w h e n e v e r * 15 u n d e r s t o o d
.
F in a l ly
,
i n [ 2 1 ]
, e l e m e n t s i n 五+ (口 ) (乙 (产
,
犬 )









. , a r e id e n t i f i e d
.
T h u s D e f in i t io n 3
.
1 o f
「2 1〕 a n d D e f i n i t i o n 3
.
1 o f t h i s p a p e r a r e e s s e n t ia l l y id e n t i e a l
.
S i n e e a 产
一 e q u iv a le n e e e l a s s 15 e o m p le t e l y d e t e r m i n e d b y a r e p r e s e n t a t iv e o f it
,
w e o n l y
n e e d t o g i v e o u t a r e p r e s e n t a t i v e o f i t i f w e w a n t t o d e f in e t h e e q u i v a l e n e e e l a s s
.
















V 。 任口 m e a n s 宁P 15
t h e 产




w h e r e 泞
0 a n d P
o a r e a r b i t r a r i l y e h o s e n r e p r e
-
s e n t a t iv e s o f 泞 a n d P






15 t h e 产
一














S i n e e t h e e l a s s 宁
·
P is f in a l l y in d e p e n d e n t o f t h e p a r t ie
-
u l a r e h o ie e o f 宁
0 a n d P
o i n 右 a n d P
, t h e a b o v e e x p r e s s i o n e a u s e s n o e o n f u s io n
.
T h e o t h e r
s im i l a r e x P r e s s i o n s i n t h is P a P e r e a n b e u n d e r s t o o d a s a b o v e
.
E x a m p一e 3
.




+ (产 ) b y 戈, = 11户 11
,
V 户〔 五 (产
,




戈户 (。 ) = } 户( 。 ) !}
,
V 。 任。 )
,
t h e m o d u l e m u l t ip l i e a t i o n 一 乙 (产
,
犬 ) 又五 (产
,
























f o r m s a n R N m o d u l e o v e r K











5 a n R N
m o d u l e ( n o t i e e L (产
,




B ) i n [ 2 1〕
, s e e 〔2 2 ] f o r d e t a il )
.
T h e o r e m 3
.
1 L e t ( S 州免
卢
) b e a n R N s p a e e o v e r K




, a n d 夕b e
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th e n ul li n5
.
Fo r ea e h A任了 (了 )
,
o < 又< 产 ( A )
, s e t u梦(




。 } ) > 产( A )一 又}
,
t h e n N , (劣 ) = {
u
梦(
。 , 又) }A 任了 (了 )
, 。 ) o
,
o< 又< 产 (八 ) } f o rm s a b a s e
o f t h e n e ig h b o r h o o d s y s t e m a t 8 f o r s o m e m e t r i z a b le H a u s d o r f f l i n e a r t o p o l o g y o n s ( e a l l e d




li n e a r t o p o l o g y d e t e r m in e d b y `男
月













) 15 a n R N
m o d u l e o v e r K
,
t h e n w h e n e n d o w e d w i t h i t s (。
, 又)
一






) f o r m s a t o p o
-
lo g ie a l m o d u l e o v e r t h e t o p o l o g i e a l a lg e b r a L (产
,
K )









T h is e o m P le t e s t h e P r o o f o f t h i s t h e o r e m
.
R e m a r k 3
.
2 In t h is p a P e r
,
t h e t o p o l o g ie a l s t r u e t u r e o n a n R N s p a e e 15 a lw a y s a s
-








产) 15 a g e n e r a l 叮
一
f in it e m e a s u r e




t h e r e a l l in e e n d o w e d w i t h it s L e b e s g u e m e a s u r e )
, t h e R N m o d u l e L (产
,
K )
e n d o w e d w i t h t h e t o p o lo g y o f e o n v e r g e n e e i n m e a s u r e
, e a n n o t n e e e s s a r il y b e a l in e a r t o p o
-
l o g ie a l s p a e e o v e r K
,
m u e h l e s s a t o p o l o g ie a l a l g e b r a o v e r K (
s e e 〔1 7
, p
.
1 6 9 ~ 1 7 1〕 f o r
p r o p e r e o u n t e r e x a m p l e s )
.




t o p o l o g y i n t r o d u e e d in








t o p o l o g y e a n p r o v id e u s
w it h m u e h e o n v e n i e n e e
,
i t s P r o o f 15 o b v io u s
.
T h e o r e m 3
.




) b e a n R N s P a e e o v e r K




T a k e
a r b it r a r il y a n 了
一
m e a s u r a b l e p a r t i t i o n {八
,
} o f 口 t o 了 (了 )
,
d e f in e 万
:
了一 [
o , l 〕 b y
_
, , 、
召 1 产 (A n A 户
、 , , _ , , _
. , , , , . , . ,
_






t h e n 万 15 e le a r l y a p r o b a b i l i t y m e a s u r e










` - - - -
一
` 一 。 ` - - - -
二 1 1 ` , 几 “ - - - - ` - · -
1 1一 。 一 “ -
产 a r e a l s o e q u iv a l e n t t o e a e h o t h e r ( n a m e l y 产 ( A ) = 0拱万(A ) = o )
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t o p o l o g y t o
s o m e 叮 i n s
, o u r a im 15 t o p r o v e 叮 15 s t i l l in D (P
, a )
.
F o r t h i s
,
f o r e a e h n a t u r a l n u m b e r t
,
~









d e n o ` e `h e s e ` 弋“ n 口 } IX ,
, 。
( ` ) }< 寸} b




, `h e n “ ”̀ c l e a r ` h a ` Q ( p
,
。
, ` )。 Q ( p
,
q
, `+ 1 )
,
V `》 ` a n d 旦Q (p













t ) ) )
a , V t ) 1
.
, a n d t h u s p 产(户
F o r a n y f i x e d t
,
,
g ) = l im 产 ( Q (P
,
s in e e }X
,









) } a l s o e o n v e r g e s i n m e a s u r e 产 t o 夕
, t h e r e e x i s t s a t le a s t
· o m
一
` U · a ` n u m b
一
`o r 一 y g
V̀
一
“ 任 ( 0
,
` , S U O h ` h· ` 产 (`田 `n “ , X̀ ·
, 。 一、 ( 田 ) .< 责
} ) >




八 g a l n a e n o t e 八 = 气田 I n 占才 1 1人户
,




。 . , , , , 、 . , 1
、
至田 ’ n “ 1 1人 p
, 。一、 。 又田夕 l久云少





、 、 , ` . 。 : . ~





, 了少夕= 产、 气田 ` n 占才 1 1人户
, 。又田少 l久丁少少= 产L气田
` n
。 二 , , , 、
. , , , 、 . 一 1
、 、
~
`才 ! l入 p
, 。。 又田 ) 十人 p
·。一 , , 欠田 ) l义丁少)笋
产 ( A 自B ) ) W (产 (A )
,
产 (B ) ) > 产 (八 ) + 一
。一 z ) a 一 。 ( n o t e 产 (八 ) ) 尸产(P
,
g m ) ) a )
.
T h e a r
-




t ) ) ) a
,




。 ) ) a
.
T h i s e o m P l e t e s t h e P r o o f
.
E x a m P l e 4
.
3 T h e r e e x i s t s a e o m p l e t e R I P m o d u l e ( S 杯烫
广
) w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p
-
e r t i e s




t h e e s t im a t e f o r Z ) in P r o p o s i t io n 4
.
2 15 b e s t p o s s ib l e in t h e s e n s e










人 i n 5 s u e h t h a t 尸产( P




h ) = b a n d p 产( P + 叮
,
人) = w (
a , 占) ; 2 ) T h e r e e x i s t s 。 n e p o in t 人 in 5 f o r a n y g iv e n 。 任
( o
,
1 ) s u e h t h a t n e i t h e r o f 刀 (人
, a ) a n d e (人
, a ) = { q 任 5 1尸产(人
,
q ) = a } 15 a l in e a r s p a e e ;
3 ) T h e r e e x i s t s o n e p o i n t h in 5 s u e h t h a t i t 15 im p o s s ib l e f o r C ( h
, a ) t o b e e l o s e d w h e n e v
-




C h e e k
.
L e t u s f i r s t e o n s t r u e t (S
, 二霓户 ) a s f o l l o w s





t h e 。
一 a l g e b r a o f
a l l t h e L e b e s g u e m e a s u r a b l e s u b s e t s o f 口
,




S = t h e s e t o f
a l l t h e 产
一 e q u iv a le n e e e l a s s e s o f r e a l













S X S ~ L (产
,

















a e o m P l e t e R IP m o d u l e o v e r t h e r e a l f i e ld R ( s e e E x a m P l e 4
.
1 f o r d e t a i l )
.







a n d a + b< l
,
t a k e p = 1 (
。 , 1〕 , q 一 1 [
。 , 1一。) , h 二 1。 ( n a m e ly t h e
产
一 e q u iv a le n e e e l a s s d e t e r m i n e d b y t h e e o n s t a n t f u n e t i o n w i t h i t s v a l u e 1 o n 口 )
, t h e n i t 15






人 ) = 占
, a n d 尸产( p + q
,
人) = o = W (
a , 吞) ; if a
,
b e [ o
,
l ]
a n d a + b ) l ; t a k e P = 7 (
。 , 1〕, 叮= 7 [
。 , 1一。 ) a n d 入= 1 [
。 , 1一。 ) u (
。 ,
小 t h
e n P + g = 人
,
i t 15 a l s o e a s y t o
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人) = 石 a n d 尸产( P + g
,
人) = 产 ( {。 in 。 】h (。 ) ~ o } ) ~ 产 ( [一
b
, a 〕)
= a 一 ( 1一 b ) = a + b一 1 = W (
a , b )
.
P r o P e r t y Z )
:
t h e n f o r t h e f i r s t
t a k e h = 7
月 w h e n






a n d t a k e h -
、 . 一 -r 1
1 〔。
·`
一 , 日 `一
`〕 w n e n “ 匕 L万
,
土 ) ’
C a s e
p 声( P + 叮
,
h ) = W (
a , a )
:
户= 了(
a , 1 〕 a n d 。 = 了[
。 , 1一 。 ) m a k e p 声( P
,
h ) = a
, a n d 尸产(叮
,
人 ) = a
,
b u t







g 〔 C ( h , a )仁D ( h
, a )
,
b u t P + g百D ( h
, a ) )
,
f o r t h e
s e c o n d c a s e
:
户一了(
· , 1 〕 a n d 、 一 l r
.
1一 。 。 m a k e p 产(户
,








a , a ) 一 Z a 一 1< a
,
P r o p e r t y 3 )
.





` 。 . 1 : , t h e 。 。
,
〔 e (、
, 。 ) b u t {。
。











R e m a r k 4
·
3 C le a r l y
,
in a n R IP s p a e e (S “ 梁
沪






S = D ( h
,
o ) {g 任
5 1产 ( {。 i
n 。 }X
。 *
(。 ) = O } ) ) O } a n d h l 一 {: 任 5 IX
、 , *
= 8 } a r e e l o s e d l i n e a r s u b s p a e e s f o r


















o r t h o g o n a l i t y
.
B u t w h e n (口卜了
,
产 ) 15 a p r o b a b i l i t y s p a e e
,
t h e r e h a v e e v e r b e e n s o m e p a p e r s d i s e u s s i n g
5 0 一 e a l l e d a
一 o r t h o g o n a l it y ( O簇














n o t e 人l
“




E x a m p l e 4
.
3 s h o w s 人l
a
15 n o t n e e e s s a r i l y a e l o s e d l in e a : S u b
-
s P a e e ( w h e n o < a < 1
,
E x a m P le 4
.
3 h a s i l l u s t r a t e d t h i s P o in t ; w h e n a = O
,
t h e r e l a t iv e
e o u n t e r e x a m p l e 15 a l s o e a s y t o e o n s t r u e t )
.





o r t h o g o n a l it y h e lp s
d e e P l y d e v e l o P t h e t h e o r y o f R IP s p a e e s
.
T h e o r e m 4
.
1 b e l o w 15 a s u b s t a n t ia l g e n e r a l iz a t i o n o f G
.
S t a m p a e e h ia
` 5 g e n e r a l p r o ie e
-
t io n t h e o r e m ( s e e [ 1 2〕




T h e o r e m 4
.
1 L e t ( S “ 梁 ) b e a e o m P l e t e r a n d o m in n e r P r o d u e t m o d u l e o v e r t h e r e a l
f ie ld R
,
A 仁 5 b e a e l o s e d s t r o n g ly e o n v e x s e t ( s e e D e f i n i t io n 3
.
4 f o r t h e n o t a t i o n o f a
s t r o n g ly e o n v e x s e t )
, a , 5 X S ~ L (产
,
R ) b e a e o e r e iv e
, n a m e l y t h e r e e x i s t s e 任 L + (产 )





a n d a ( P
,





, a n d e o n t i n u o u s d o u b le m o d u l e h o
-
2 2
m o m o r p h i sm (1
.
e








) 一 习 宁刀
, a (户













, a n d








1 , 。 2任 S )
·
T h e n t h e r e e x is t s a u n iq u e 多 i n
一
A s u e h t h a t a (万
,





t h e p o in t 多15 d e n o t e d b y G ( f
, a , A )
.
T h e p r o o f o f T h e o r e m 4
.
1 e a n b e e o m p l e t e d w it h t h e a id o f t h e f o l l o w i n g s e r ie s o f
l e m m a s
.
B e f o r e g iv i n g t h e s e l e m m a s
,
l e t u s f i r s t g i v e R e m a r k 4
.
4 b e lo w w h ie h s h o w s t h七




R e m a r k 4
.
4 G e n e r a l l y s p e a k in g
, a n R I P m o d u le e n d o w e d w i t h i t s (
。 , 又)
一
t o p o l o g y 15
a e l a s s o f l o e a l l y n o n e o n v e x t o p o l o g ie a l m o d u l e e v e n o n w h ie h t h e r e d o e s n
` t n e e e s s a r i ly e x
-






) in E x a m p le 4
.
3 )
, n e i t h e r d o e s
a n o n t r iv ia l e o n t i n u o u s b i l i n e a r f u n e t io n a l
, a n d t h u s f o r a n R IP m o d u l e i t d o e s n
` t m a k e
s e n s e t o m im i e k t h e f o rm u l a t i o n a s i n t h e e a s e o f H ilb e r t s p a e e s
.
T h e o r e m 3
.






b o u n d e d r a n d o m l i n e a r f u n e t io n a l o n a s u b s p a e e o f a n R N s p a e e e a n b e e x t e n d e d





b o u n d e d r a n d o m l in e a r f u n e t i o n a l o n t h e R N s p a e e i n a p r e s e r v i n g
一 r a n d o m
-
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o nr m fs ah io n





b o u n d e d r a n
-
d o m l i n e a r f u n e t io n a l s o n a n o n t r i v i a l R N s p a e e
,
in P a r t ie u la r
, o n a n R N m o d u l e ( e s p e e i a l
-
ly o n a n R I P m o d u le ) t h e r e a r e a l s o s u f f i e i e n t ly m a n y e o n t in u o u s m o d u l e h o m o m o r p h i sm s
a s i n T h e o r e m 4
.




L e m m a 4
.
1 〔川 L e t ( S 厂见
广
) b e a e o m p le t e R IP m o d u l e o v e r t h e s e a l a r f i e l d K a n d
w i t h b a s e (口卜了
,
产 )





e a e o n t i n u o u s m o d u l e h o m o m o r p h is m ( e q u i v
-











t h e r e e x is t s 泞任 L + (产 ) s u e h




V 户e s )
.
T h e n t h e r e 15 。 u n iq u e e l e m e n t 二 ( f ) i n 5 s u e h t h a t f (户)
一 x ,
, 二 (力 a n d 戈
, (, 。一戈少
,




) d e n o t e , t h 。 r a n d o m 。 o n ju g a t。 , p a e 。 。 f t h 。 R N






iu s t a s i n t h e e a s e o f H i lb e r t s p a e e s





5 f o r m s a p r e s e r v i n g
一 r a n d o m




) 。 n t o
( s
,
童 ) (w h
e n 兀 = 尺
,
二 i, 。 15。 。 m o d u l。 i s o m o r p h is m
, 。 n d h e n e 。 。 。 o m p l e t 。 R IP m o d u l e
15 r a n d o m s e l f






e n (口 ” 了
,
产 ) 15 a p r o b a b i l i t y s p a e e
,
L e m m a 4
.
1 w a s f i r s t g i v e n i n
「1 1 ]
.




L e m m a 4
.
l i s s t il l t r u e f o r a a
一






L e m m a 4
.
2 S u P P o s e ( S 州霓
尸
) 15 a n R N m o d u le o v e r K
a n d w i t h b a s e (口卜了
,
产 )
, a n d
a : S 又 S ~ L (产
,
K ) 1
5 a d o u b l e m o d u l e h o m o m o r p h i sm [
o r , a 15 a m o d u l e h o m o m o r p h is m
w i t h r e s p e e t t o t h e f i r s t p l a e e
, a n d e o n ju g a t e m o d u l e h o m o m o r p h is m w i t h r e s p e e t t o t h e
s e e o n d p l a e e ( n a m e l y f o r a f i x e d p 任 S




















a n d 叮1
,
g : i n s )〕
.









t h e r e e x i s t s
M 任 L











g 任 S )
.
P r o o r S u f f ie ie n e y 15 o b v i o u s
.
F o r t h e p r o o f o f n e e e s s i t y









b o u n d e d
, a n d t h u s s ( l ) 又 S ( 1 ) 1
5 a g a in b o u n d e d i n t h e p r o d u e t l in e a r
t o p o l o g i e a l s p a e e 5 x s
.
F r o m t h e e o n t in u it y o f a
, a ( S ( 1 ) 只 S ( 1 ) ) = 丈a ( P
,
g ) } ( P
,
叮 ) 任 S ( 1 )











b o u n d e d
:





g ) 任 S ( l ) X S ( 1 ) } 15 d ir e e t
-




in f a e t
,
f o r a n y ( p
l , q l )
,
(p
Z , q Z ) 任 S ( x ) 又 S ( l )
, s e t A = {。 i n 口 1
}
a (户
1 , 叮 1 ) } ( 。 )镇 }
a ( P
Z , 叮川 (
。 ) }
,




















t h e n w e e l e a r l y h a v e ( P
3 , 叮 3 ) 任 S ( l ) x s ( 1 )
, a g a i n b y t h e a s s u m p t io n o n a
, o n e e a n e a s i ly
e h e e k
{ }
a ( P
S ( 1 ) }
}
a ( p
















, , 、 1 ) I V }
a ( P
Z , 、 2 ) }




叮 ) 任 S ( 1 ) 又 S ( 1 ) } 15 d i r e e t e d
,
p u t M = V { }
a ( P
,
g ) ! 1( P
,

















g ) } ( M f
o r a n y p
,
q 任 S
, a n d a n y


















B y o r d e r i n g
n
~ 0 w

















b o u n d e d
.
T h i s e o m P l e t e s t h e p r o o f
.
L e m m a 4
.
3 I f T h e o r e m 4
.
1 15 t r u e
,
t h e n t h e d e s i r e d p o i n t m u s t b e u n iq u e
.
P r o o f L e t 汀 : S
补
一 5 b








f o r e a e h
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h 任 S
“ ,
h ( r ) 二 X
, , 二 ( * ) = X




任 S ( n o t e 5 15 r e a l s p a e e )
,




S ~ L (产
,
R )
a r e a n y t w o e o n t in u o u s m o d u l e h o m o m o r p h is m s
.
S e t P
;
= G (关
















V g 任 A
,




S i n e e P
, a n d P
Z
b o t h b e l o n g t o 八
,
h a v e
:
VV e
“ 户 2一 , 1 、 告
, 一、 )一




In f a e t
, s i n e e a (户
, ,
。一户 )多关 (、 一 户
,
) = X
二 ( fi 、
,




b y t h e
s u m P t一o n o n a
,
、 V e C a n S e e C . 戈二


























户: 一 , , 一X
二 (人)
.







二 ( fl ,
·
戈户
: 一 , ,
.
F u r t h e r
,
w it h o u t 10 5 5 o f g e n e
r a l i t y
t h e g e n e r a li z e d i n v e r s e ( s e e D e f in i t io n 1
.
丫7 e C a n
t h in k 戈,








d e n o t e
z ) 。 f 戈户
: 一 , 1 b y Q
, 。 n d t h 。 s e t 不。 九口 r戈
, 2一 , 1 (。 )
护 。 } b y D
,




2一 , , · Q 一 1。
, a n d t h u s 戈,
2一 户, 一 7D
·
戈,

















































T h i s e o m P le t e s t h e p r o o f
.
L em m a 4
.
4 I f a
:
5 X S~ L (产
,
R ) 15 s y m nr e t r ie
, n a m e l y a (P
,









t h e n T h e o r e m 4
.
1 15 t r u e
.




w e o n ly n e e d t o p r o v e G ( f
, a , A ) d o e s e x i s t
.
F o r t h i s
,
d e f i n e
I
, A ~ L (产
,
R ) b y l (p ) = a ( p
,
p ) 一 ZX
二 ( f )
,
, , V p 任A
.
D e n o t e d 一 A { I ( p ) lp 任 A }
, s in e e






二 (了, = c
· (戈, 一粤戈








t h i s s h o w s {I ( P ) }P 任 A } 1





, a n d h e n e e d e x is t s in L (产
,







e s h o w t h a t { I ( P ) }P 任A } 1
5 a l s o
d u a l l y d i r e e t e d w i t h r e s P e e t t o t h e o r d e r 镇
s u e h t h a t l (P
3
) ( I ( P
l
) 八 I ( P
:





f o r a n y P
Z a n d P
l i n A t h e r e e x i s t s P
3 in A
:
i n f a c t
,
l e t E = {。 in 习 {I (户
,
) (。 ) ( I ( P
Z
) (。 ) }
D = 。 E\








Z , t h e n b y t h e m o d u l e h o xn o m o r p h i sm p r o p e r t y o f a
,
VV e








lo n g s t o A s i n e e A 15 s t r o n g ly e o n v e x
I ( P
Z
) = I (P
,
) 八 I ( P
:
)
, a g a in o b s e r v e P
3 e l e a r l y b e
-
,
t h i s
, o f e o u r s e
,
im p l ie s {I (P ) }P 任A } 1
5 d u a l l y d i
-
r e e t e d
.
T h u s b y L e m m a 2
.
1 t h e r e e x is t s a s e q u e n e e {P
,
} in A s u e h t h a t { I (P
,






t o d in a n o n i n e r e a s in g w a y
.
W
e w i l l s h o w {P
。
} 15 a l s o a e a u e h y s e q u e n e e
.
F o r
t h i s
,
d e n o t e 。
,




t h e n b y t h e e o e r e iv i t y o f a
,
w e e a n h
a v e :
: · 戈二
二












) + : 二 ( ,
, ,

























( 2· ( , 一 ,
·
, 一 `X 一力
,





) 一 4X 一。
,




) ) 一 2, (,
,
) + 2, (,
,









二 ( 、 )
,






u s o n e e a n e a s i l y s e e {戈,









t h i s f u r `h e r im
-
p l i e s (戈,
, 一 , 阴




h e n e 。 {户
,
} i, 。 l
-
1 80 应 用 泛 函 分 析 学 报 第 l卷
50 a ea ueh ys eq ue ne e i n A
.
F r o m th e f a e t th a t5 15 eo m Pl e te a nd1 A5 e lo s e d
,
丫V e C a n S e e




b y n o t in g t h e e o n t i n u i t y o f a
e a n f i n d t h a t { I ( P
。
) }
N o w w e f u r t h e r
e o n v e r g e s l o e a l ly in m e a s u r e t o l (万)
, n e e e s s a r i l y l (声) =
a n d f
, o n e
d
.
s h o w 万 15 iu s t d e s ir e d
:
f o r a n y n a t u r a l n u m b e r n a n d 叮 in A























q十 又土一万少p 七 八
, 丈气p 十万气q 一 p 夕夕芳
1 气p 少
· B y s im p le e a l e u l a t i o n s O n e
l一n
一
e a n o b t a i n












q 一 p 少十万
a 气q一 p
,
q 一 p 少笋 乙 J 又q 一 p 少
t h e n b y o r d e r i n g n ~ oc V V e C a l
h a v e a (多
,
叮一多) ) f (叮一声)
·
T h i s e o m p l e t e s t h e P r o o f
.
L e m m a 4
.
5 S u p p o s e a
,
A
, a n d f a r e t h e s a m e a s i n T h e o r e m
m e t r i e p a r t o f a b y d
, a n d t h e a n t i s y m m e t r i e p a r t o f a b y d





d e n o t e
a n d d a r e a s
t h e s y m
-



















f o r a n y 泞任 L + (产 )
,
w e a g a in d e f i n e a 。
,
5 X S ~ L (产
,
R ) b y a 。 (P
,













L e t M 任 L





a n d }d (P














, a n d y 任 L + ( , ,





s二 T h e n w e c a n
d e d u e e T h e o r e m 4
.
1 15 a ls o t r u e f o r a 。+
, i f T h e o r e m 4
.
1 h o ld s f o r a o
.
P r o o f F i r s t
,
l e t u s n o t e f o r a n y 泞 i n L + (产 )
, a o d e f in e d a b o v e 15 n o t o n l y e o n t in u o u s
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